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ΜΑΘΗΣΙΑΚΟΙ  ΣΤΟΧΟΙ:  Ο µαθητής �ρέ�ει: 

 να έχει κατανοήσει τον �ολλα�λασιασµό αριθµού µε διάνυσµα και να 
είναι ικανός να σχεδιάζει το γινόµενο τους 

 να γνωρίζει τις ιδιότητες του �ολλα�λασιασµού αριθµού µε διάνυσµα 

 να έχει κατανοήσει την έννοια του γραµµικού συνδυασµού δύο ή 
�ερισσοτέρων διανυσµάτων και να τον ανα�αριστά 

 να γνωρίζει την συνθήκη �αραλληλίας και την α�όδειξη της 

 να γνωρίζει �ώς να εκφράζει τη διανυσµατική ακτίνα του µέσου ενός 
τµήµατος ως συνάρτηση των διανυσµατικών ακτίνων των άκρων του  

 

 Πολλα�λασιασµός αριθµού µε διάνυσµα 
 
Α. Ορισµός  Πολλα�λασιασµού  Αριθµού  µε  ∆ιάνυσµα 

Έστω ένας �ραγµατικός αριθµός — και ένα διάνυσµα 0 
�

�

. Ορίζουµε σαν 
γινόµενο του λ µε το 

�

  και συµβολίζουµε  
�

 ή 
�

 ένα διάνυσµα το ο�οίο: 

1. Έχει µέτρο | || | 
�

, δηλαδή ισχύει ότι | || |
��

�

     .  

2. α. Αν    , τότε    
��

�

, 

β. Αν    , τότε    
��

�

, 

γ. Αν    , τότε 0  
�

�

. 

Ε�ίσης ορίζουµε 0 0  
� �

. 
 

 Πρόσεξε ότι αν    
�� ��

 και 0 
�

�

 τότε  και 0  . 

 Πρόσεξε ότι αν    
�� ��

 και 0 
�

�

 τότε  και 0  . 

 Πρόσεξε ότι αν 0  
�

�

 τότε ή     ή 0 
�

�

. 

 Πρόσεξε ότι το γινόµενο 
1
 


�

 µε     το συµβολίζουµε και µε 




�

. 

Παράδειγµα 

Αν το διάνυσµα 
�

 έχει µέτρο 2, τότε: 

- To διάνυσµα 3
�

 είναι οµόρρο�ο µε το 
�

 και 
έχει µέτρο |3 | 3| 3 2 6     

� �

. 

- Tο διάνυσµα 3 
�

 είναι αντίρρο�ο µε το 
�

 και 
έχει µέτρο ίσο | 3 || 3|| 2 6       

� �

. 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

 


3a  

 3a



 

 a
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Β. Ιδιότητες  Πολλα�λασιασµού  Αριθµού  µε  ∆ιάνυσµα 
 

Για το γινόµενο �ραγµατικού αριθµού µε διάνυσµα ισχύουν οι �αρακάτω 
ιδιότητες (χωρίς α�όδειξη): 

1.       
� �

� �

  

2. ( )       
� � �

  

3. ( ) ( )    
� �

 

4. 0 0    
�

�

   ή   0 
�

�

 

5. ( ) ( ) ( )      
� � �

 

6. ( )      
� �

� �

 

7. ( )      
� � �

 

8. Αν     
�

�

   και   0  ,   τότε     
�

�

 

9. Αν     
� �

   και   0 
�

�

,   τότε      . 
 
 
Γ. Γραµµικός  Συνδυασµός  ∆ιανυσµάτων 

Έστω δύο διανύσµατα 
�

 και 
�

. Ονοµάζουµε γραµµικό συνδυασµό των 

διανυσµάτων 
�

 και 
�

 κάθε διάνυσµα της µορφής v κα λβ 
�

��

, ό�ου , R . 

Για �αράδειγµα τα διανύσµατα 
�

 και 
�

, ό�ου 3 5    
�

� �

 και 2 3     
� �

�

 

είναι γραµµικοί συνδυασµοί των 
�

 και 
�

. 

Ανάλογα ορίζεται και ο γραµµικός συνδυασµός τριών ή �ερισσότερων 

διανυσµάτων. Έτσι, για �αράδειγµα, το διάνυσµα v 3 2 5     
�

� ��

 είναι ένας 

γραµµικός συνδυασµός των , 
�

�

 και 
�

. 

 
∆. Συνθήκη  Παραλληλίας  ∆ιανυσµάτων 
 

Θέμα 5
ο  

Αποδείξτε ότι αν α,β
�

�

  δύο διανύσματα με β 0
� �

  τότε 

α//β α λβ,λ R        
� �

� �

 

 
Απόδειξη 

 (Αντίστροφο) Αν ισχύει η σχέση   
�

�

, R , τότε ό�ως γνωρίζουµε 
α�ό τον ορισµό του �ολλα�λασιασµού αριθµού µε διάνυσµα, τα διανύσµατα 


�

, 
�

 είναι �αράλληλα.  

 



∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

1.3 Πολλαπλασιασμός αριθμού με διάνυσμα  
 

21 Θωμάς Ραΐκόφτσαλης   Βασίλης Μαυροφρύδης 

 

 (Ευθύ) Αν τα διανύσµατα 
�

 και 
�

 είναι �αράλληλα και 0 
� �

, τότε θα 

δείξουµε ότι υ�άρχει µοναδικός αριθµός   τέτοιος ώστε    
�

�

.  

Θέτουµε 
| |

| |


 



�

� , ό�ου 0  , τότε | | | |   
�

�

. Συνε�ώς: 

 Αν   
�

�

, τότε   
�

�

, ο�ότε αν θέσουµε 0    , έχουµε    
�

�

. 

 Αν   
�

�

, τότε   
�

�

, ο�ότε αν θέσουµε 0    , έχουµε    
�

�

. 

 Αν 0 
�

�

,     τότε 0  
�

�

, ο�ότε αν θέσουµε 0    , έχουµε    
�

�

. 

 

Σε κάθε λοι�όν �ερί�τωση υ�άρχει µοναδικός R  τέτοιος ώστε    
�

�

. ■ 

 

 
 

Εγκυκλο�αιδικά : Θα δείξουµε ότι ο λ είναι µοναδικός. 

Έστω ότι υ�άρχει και άλλος �ραγµατικός αριθµός µ τέτοιος ώστε    
�

�

, 

ο�ότε:  
0

0 ( ) 0   0


                        
� �

� �� � � � �

, άτο�ο 

αφού εξ αρχής υ�οθέσαµε ότι     . Ε�οµένως δεν υ�άρχει άλλος 

�ραγµατικός αριθµός µ τέτοιος ώστε    
�

�

, ο�ότε ο λ  είναι µοναδικός 

 
Παράδειγµα 
Αν ∆ και Ε είναι τα µέσα των �λευρών ΑΒ και ΑΓ του 

τριγώνου ΑΒΓ,  να δειχθεί ότι 
1

2
  
���� ����

. 

Είναι: B BA A 2 A 2A 2( A AE) 2 E
       

             . 

Αφού λοι�όν B 2 E
 

   , συµ�εραίνουµε ότι //   

και |B | 2| E|
 

   , �ου σηµαίνει ότι 
1

2
   , δηλαδή α�οδείξαµε 

διανυσµατικά τη γνωστή µας α�ό την Ευκλείδεια Γεωµετρία σχέση 

//
2


  . 

 
∆. ∆ιανυσµατική  Ακτίνα  του Μέσου  Τµήµατος  
 

Θέμα 6
ο
  

Αποδείξτε ότι για την διανυσματική ακτίνα ΟΜ
�����

  του μέσου Μ ευθύγραμμου 

τμήματος ΑΒ ισχύει: 
ΟΑ ΟΒ

ΟΜ
2




���� ����

�����

 . 

Απόδειξη 

   Α  

  Ε   Δ 

  Γ 
  Β  
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Α 

Β 

Γ 

Μ 

Για τη διανυσµατική ακτίνα OM


 του µέσου Μ του  

τµήµατος ΑΒ ισχύουν οι σχέσεις: OM OA AM
  

     και   

OM OB BM
  

  . Προσθέτοντας κατά µέλη έχουµε: 

2OM OA AM OB BM OA OB
      

      ,  άρα 

OA OB
OM

2

 
 
 .                                                        ■ 

 
 
 Πρόσεξε ότι αν  θέλεις να εκφράσεις το άθροισµα δυο διανυσµάτων 

AB A 
���� ����

 �ου έχουν κοινή αρχή το σηµείο Α σε συνάρτηση µε ένα διάνυσµα, 
τότε θα χρησιµο�οιείς τη σχέση:  

AB A 2 A    
���� ���� �����

, ό�ου Μ το µέσο του τµήµατος  . 
 
 
Εγκυκλο�αιδικά 

Ε. ∆ιανυσµατική  Ακτίνα  του κέντρου βάρους  
 
Να α�οδειχτεί ότι ένα σηµείο G είναι το κέντρο βάρους ενός τριγώνου ΑΒΓ, 

αν και µόνο αν ισχύει GA G G 0
  

   
�

 και ότι για ο�οιοδή�οτε σηµείο Ο 

ισχύει 
1

OG (OA OB O )
3

  

    . 

Α�όδειξη 

Γνωρίζουµε ότι αν G είναι το κέντρο βάρους του τριγώνου ΑΒΓ, τότε 
G 2G   , ό�ου   η διάµεσος του τριγώνου. 

Ε�οµένως, ισχύει AG 2G
 

  , ο�ότε έχουµε 

GA GB G GA 2G GA AG GG 0
       

         
�

. 
Αντιστρόφως, αν για ένα σηµείο G ισχύει 

GA GB G 0
  

   
�

, τότε θα έχουµε GA 2 G 0
 

  
�

, 

ό�ου ∆ το µέσον της ΒΓ, ο�ότε θα ισχύει AG 2G
 

  . 
Έτσι, το σηµείο G ανήκει στη διάµεσο Α∆ και ισχύει G 2G   . Άρα, το G  
είναι το κέντρο βάρους του τριγώνου ΑΒΓ. 

Α�ό τη σχέση GA GB G 0
  

   
�

 έχουµε για τυχαίο σηµείο Ο ότι:  

OA OG OB OG O OG 0
     

      
�

. Άρα 
1

OG (OA OB O )
3

  

    . 

 Πρόσεξε ότι αν  θέλεις να εκφράσεις το άθροισµα τριών διανυσµάτων 

AB A A   
���� ���� ����

 �ου έχουν κοινή αρχή το σηµείο Α σε συνάρτηση µε ένα 

διάνυσµα, τότε θα χρησιµο�οιείς τη σχέση: AB A A 3 AG     
���� ���� ���� �����

, ό�ου G το 
κέντρο βάρους του τριγώνου ΑΒΓ. 

   Α  

  G 

  Γ   Β   Δ 
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ΣΤ. ∆ιανυσµατική  Ακτίνα  του σηµείου Μ �ου χωρίζει το τµήµα ΑΒ σε 

α�λό λόγο λ, (A B            
����� ��������� ��������� ��������� ����

) µε 1,0         .   

 
Έστω ένα ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ και ένα 
σηµείο Μ εσωτερικό του τέτοιο ώστε 

A B   
����� �����

, µε 1,0   . Για το τυχαίο 

σηµείο Ο του ε�ι�έδου του ισχύει ότι 

B

1

   
 

 

���� ����

�����

. 

 

Α�όδειξη 

Για τη διανυσµατική ακτίνα OM


 του 

σηµείου Μ του  τµήµατος ΑΒ ισχύουν οι σχέσεις: OM OA AM
  

   (1) και 

OM OB BM
  

   (2).  
Πολλα�λασιάζουµε ε�ί λ και τα δυο µέλη της (2) και έχουµε 

OM OB BM
  

         (3).  
Προσθέτοντας κατά µέλη τις (1) και (3) έχουµε:  

OM OA AM OB BM
    

           
�����

(4). 

 Όµως A B A A 0              
����� ����� ����� ����� ����� ����� �

 (5). Η (4) λόγω της (5) 

µας δίνει: (1 ) OM OA OB
  

       
B

1

   
 

 

���� ����

�����

. 

 Πρόσεξε ότι για 1  , έχουµε ότι το Μ είναι µέσο του ΑΒ και ισχύει 

ότι 
1 B B

1 1 2

     
  



���� ���� ���� ����

�����

. 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Ο 

Α 

Β 

Μ 
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  ΜΜεεθθοοδδοολλοογγιικκάά  σσχχόόλλιιαα  
 
1η Κατηγορία: Α�όδειξη διανυσµατικών ισοτήτων 
  Ξεκινάµε α�ό το �ιο σύνθετο  µέλος, γράφοντας καθένα α�ό τα διανύσµατα 
ως άθροισµα ή διαφορά  διανυσµάτων  ώστε να εµφανίζονται τα διανύσµατα 
του άλλου µέλους  

ή 
δεχόµαστε την ισότητα και µε ισοδυναµίες καταλήγουµε σε κάτι αληθές 

ή 
�αίρνουµε το �ρώτο και κάνουµε �ράξεις α�λο�οιώντας το, έ�ειτα 
�αίρνουµε και το δεύτερο µέλος και �ροσ�αθούµε κάνοντας �ράξεις να 
φτάσουµε στο ίδιο α�λο�οιηµένο α�οτέλεσµα του �ρώτου µέλους. 

ή 
Θεωρούµε  σηµείο αναφοράς,  ένα τυχαίο σηµείο Ο ή κά�οιο α�ό τα 
αναφερόµενα στην ισότητα και εκφράζουµε όλα τα διανύσµατα της ισότητας 
ως διαφορά  διανυσµατικών ακτίνων µε κοινή αρχή το σηµείο αναφοράς.  

ή 
Χρήσιµα 

 ∆ιάσ�αση διανύσµατος µε γραφή αθροίσµατος ή διαφοράς 
 
Κάθε διάνυσµα µ�ορεί να αναλυθεί: 
 

α. σε άθροισµα δύο διαδοχικών διανυσµάτων (ή �ερισσοτέρων), δηλαδή 

AB A   
���� ���� ����

    ή  
���� ���� ���� ���� ����

AB A    . 
 

β. σε διαφορά δύο διανυσµάτων µε κοινή αρχή, δηλαδή AB   
���� ���� ����

. 
 
 

 συµµάζεµα αθροίσµατος δύο διανυσµάτων 
µε κοινή αρχή - εµφάνιση δι�λάσιου 
διαµέσου ή τέταρτης κορυφής 
�αραλληλογράµµου 

 
Το άθροισµα δυο διανυσµάτων  µε κοινή αρχή 
ισούται µε το δι�λάσιο του διανύσµατος της 

�εριεχόµενης διαµέσου µε την ίδια αρχή, δηλαδή ισχύει ότι AB A 2 A    
���� ���� �����

. 
 
Παράδειγµα 1 
Θεωρούµε τέσσερα σηµεία Α, Β, Γ, ∆ και ονοµάζουµε Μ το µέσο του 

ευθύγραµµου τµήµατος ΑΓ  και Ν του Β∆  . Να δείξετε ότι : 2ΜΝ ΑΒ Γ∆    
����� ���� ���

 . 
Α�άντηση 
Έχουµε: 

ΑΒ ΑΜ ΜΝ ΝΒ

Γ∆ ΓΜ ΜΝ Ν∆

        

        

���� ����� ����� ����

��� ���� ����� ����

  

Άρα 

   Α  

  Γ   Β   Μ 
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ΑΒ Γ∆ ΑΜ    
���� ��� �����

ΜΝ ΝΒ    
����� ����

ΓΜ
����

ΜΝ Ν∆    
����� ����

2ΜΝ
�����

  

 
Παράδειγµα 2 
Να α�οδείξετε ότι για ο�οιαδή�οτε σηµεία Α, Β, Γ, ∆, Ε του ε�ι�έδου ισχύει η 

ισότητα: ΑΒ ΑΓ Α∆ ΕΒ ΕΓ Ε∆ 3ΑΕ                    
���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 . 
Α�άντηση 

Έστω ότι ισχύει: ΑΒ ΑΓ Α∆ ΕΒ ΕΓ Ε∆ 3ΑΕ                    
���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

. 
Είναι 

ΑΒ ΑΓ Α∆ ΕΒ ΕΓ Ε∆ 3ΑΕ

ΑΒ ΕΒ ΑΓ ΕΓ Α∆ Ε∆ 3ΑΕ

                        

                        

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ���� ����
  

ΑΒ Β Α∆ ∆ΕΓΕ 3ΑΕΑ ΓΕ       
���� �� ���� ������ ���� ��� �����

  

ΑΕ ΑΕ ΑΕ 3ΑΕ        
���� ���� ���� ����

  �ου ισχύει. 
Παράδειγµα 3 
 

∆ίνεται τετρά�λευρο  . Αν ,   τα µέσα αντίστοιχα των διαγωνίων   

και  , να α�οδείξετε ότι AB B A 4       
���� ���� ���� ���� ����

. 
Α�όδειξη 
1ος τρό�ος 
 
Έχουµε κατά σειρά τα εξής: 

AB     
���� ���� ���� ����

 

B      
���� ���� ���� ����

 

      
���� ���� ���� ����

 

      
���� ���� ���� ����

 
Προσθέτουµε κατά µέλη και αφού λάβουµε  

υ�όψη ότι 0  
���� ���� �

 και 0  
���� ���� �

 
σαν άθροισµα αντιθέτων διανυσµάτων, έχουµε: 

4 AB B                        
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

4 AB B A       
���� ���� ���� ���� ����

 
 
2ος τρό�ος 
 
Έστω Ο σηµείο αναφοράς. 

Έχουµε AB B A B B                 
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

 

2 B 2 2 2 2 ( B ) 2 ( ) 2 2                      
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

AB B A 2 (2 2 ) 4 ( ) 4                
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

. 
 

 
 
 
 

A 
B 

Γ 

Δ 

Λ 

Κ 
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2η Κατηγορία: Ζητείται, σε γεωµετρικό σχήµα (�.χ. τρίγωνο ή 
�αραλληλόγραµµο κτλ) ότι  ένα διάνυσµα είναι γραµµικός συνδυασµός 
άλλων 

 Ονοµάζουµε α
�

  και β
�

 τα δύο µη συγγραµµικά διανύσµατα τα ο�οία είναι 

σταθερά ( δίνονται,  συνήθως έχουν κοινό άκρο). 
Εκφράζουµε το ζητούµενο διάνυσµα ως διαφορά διανυσµατικών ακτινών µε 
αρχή το κοινό άκρο των σταθερών διανυσµάτων. Το ίδιο κάνουµε και σε κάθε 
διανυσµατική σχέση η ο�οία δίνεται α�ό την υ�όθεση της άσκησης.  
Τα σταθερά διανύσµατα έχουν ως αρχή τους κά�οιο δοσµένο σηµείο. Για 
�αράδειγµα στο τρίγωνο σταθερά σηµεία θεωρούνται οι κορυφές του, τα µέσα 
των �λευρών του, το βαρύκεντρο, το ορθόκεντρο κτλ. 
Έτσι, γράφουµε κάθε άλλο διάνυσµα του �ροβλήµατος ως γραµµικό 

συνδυασµό των α
�

  και β
�

  .Τότε εµφανίζονται δύο µόνο διανύσµατα και το 

�ρόβληµα γίνεται α�λούστερο. (Η ε�ιλογή των βασικών διανυσµάτων 
βέβαια, γίνεται µε κριτήριο την ευκολία έκφρασης των υ�όλοι�ων µε βάση 
αυτά) 
 
Παράδειγµα 1 
άσκηση 4 σχολική σελ.27 . Στο δι�λανό σχήµα  

έχουµε ∆Ε=2ΕΒ , , 2 ,a = =
���� �� ��� ���

και   =
���� ��

. 

Να εκφράσετε συναρτήσει των 
��
 και 

��
  τα                                                                                 

      διανύσµατα  , , , ,    
��� ��� ��� ���� ���

.                

        
Είναι 

   = −
��� ���� ����

( κοινό άκρο το Α) 

        ( )    ⇔ = − − = +
��� �� �� �� ��

. 

Α�άντηση 
   Είναι 

     ( )
      

  

2
2 2

 
     

 

ά ί

ή έ

   

   

= ⇔ = ⇔ − = − ⇔


��� ��� ���� ���� ���� ����
��� ���
↗↗

     

     
2

3 2
3

   
 −

= + ⇔ =

�� ��
���� ���� ���� ����

.                                                 

      
2

3 3

   
  

− +
= − = − =

�� �� �� ��
��� ���� ���� ��

 

      ( ) 2         = − = − + = + − = −
��� ���� ���� ���� ���� ��� �� �� �� �� ��

 

                        

( )2 22 4 2
2

3 3 3

    
      

−− −
= − = + − =− + − = =

�� ���� �� �� ��
��� ���� ���� ���� ��� ���� �� ��
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Παράδειγµα 2 
Σε ένα τρίγωνο ΑΒΓ  �αίρνουµε το µέσο Ε της διαµέσου του Β∆ και το σηµείο 
Ζ του ΒΓ ώστε  ZΓ 3BZ  . 

i. Να α�οδείξετε ότι: 
1 1

ΑΕ ΑΒ ΑΓ
2 4

    
���� ���� ����

 . 

ii. Να εκφράσετε το διάνυσµα ΑZ
����

 ως γραµµικό συνδυασµό των 

διανυσµάτων ΑΒ
����

  και ΑΓ
����

. 
Α�άντηση 
i. Είναι 

ΑΒ Α∆ 1 1 1 1 1
ΑΕ ΑΒ ΑΓ ΑΒ ΑΓ

2 2 2 2 2 4


                    

���� ����

���� ���� ���� ���� ����

 . 

ii. Έχουµε ότι ZΓ 3BZ και ZΓ BZ    
���� ����

, 

ε�οµένως  ZΓ 3BZ
���� ����

 . 
Είναι 

  ZΓ 3BZ ΑΓ ΑZ 3 ΑZ ΑΒ ΑΓ ΑZ 3ΑZ 3ΑΒ

3 1
ΑΓ 3ΑΒ 3ΑZ ΑZ 4ΑZ ΑΓ 3ΑΒ ΑZ ΑΒ ΑΓ

4 4

                                    

                                

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����

  

(εδώ τα βασικά µας διανύσµατα ήταν τα ΑΒ,ΑΓ
���� ����

  µε ε�ιλεγµένο σηµείο 

αναφοράς το σταθερό σηµείο-κορυφή Α). 
 
3η Κατηγορία: Συγγραµµικά - �αράλληλα διανύσµατα 
 

Για να α�οδείξουµε ότι δυο διανύσµατα 
��

 και 
�

 είναι �αράλληλα-

συγγραµµικά αρκεί να δείξουµε ότι υ�άρχει �ραγµατικός αριθµός λ τέτοιος 

ώστε να ισχύει    
�� �

. Ειδικότερα αν τα δεδοµένα µας είναι µόνο µε µέτρα 

τότε το µυαλό µας �άει στην τριγωνική ανισότητα η ο�οία θα δώσει και 
ε�ι�λέον �ληροφορία για την κατεύθυνση (οµόρρο�α – αντίρρο�α). 
Παράδειγµα 1 
Θεωρούµε τα σηµεία του ε�ι�έδου Μ, Α, Β, Γ για τα ο�οία ισχύει η ισότητα 

4ΜΑ 2ΜΒ 6ΜΓ    
����� ����� ����

. 

α) Να α�οδείξετε ότι ΑΒ//ΑΓ
���� ����

. 

β) Να βρείτε τη σχετική θέση των σηµείων Α, Β, Γ και να κατασκευάσετε ένα 
σχήµα. 
 
Α�άντηση  
α) Είναι 
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4ΜΑ 2ΜΒ 6ΜΓ

4ΑΜ 2 ΑΒ ΑΜ 6 ΑΓ ΑΜ

2ΑΒ 6ΑΜ 6ΑΓ 6ΑΜ

ΑΒ 3ΑΓ ΑΒ//ΑΓ

        

                    

            

    

����� ����� ����

����� ���� ����� ���� �����

���� ����� ���� �����

���� ���� ���� ����

  

β) Ε�ειδή  ΑΒ//ΑΓ
���� ����

  και Α κοινό τα σηµεία Α,Β,Γ είναι συνευθειακά και 

ε�ειδή ΑΒ 3ΑΓ
���� ����

  µε 3 0  είναι ΑΒ ΑΓ
���� ����

 . Ε�ίσης 

ΑΒ 3ΑΓ 3 ΑΓ ΑΓ        
���� ���� ���� ����

 , άρα το Γ βρίσκεται µεταξύ των Α και Β. 

                                    
 
 
 
Παράδειγµα 2 

Θεωρούµε δύο διανύσµατα α
�

  και  β
�

 , ένα σηµείο Ο και τα διανύσµατα: 

9
ΟΑ 3α 2β,ΟΒ α β,ΟΓ 5α β

2
                    

���� � ���� � ���� �

� � �

  και Ο∆ 4α 5β    
���� �

�

 . Να δείξετε ότι: 

ΑΒ//Γ∆
���� ���

 . 

 
Α�άντηση 

Είναι   9 1
Γ∆ Ο∆ ΟΓ 4α 5β 5α β α β

2 2

    
                                    

    

��� ���� ���� � � �

� � �

 

και     1
ΑΒ ΟΒ ΟΑ α β 3α 2β 2α β 2 α β

2

    
                                                

    

���� ���� ���� � � � �

� � � �

 

άρα  ΑΒ 2Γ∆
���� ���

 ο�ότε ΑΒ//Γ∆
���� ���

. 

Παράδειγµα 3 

Αν α β 2γ 0        
� �

� �

  και  
β γ

α 0
3 2

        

�

�

�

  να α�οδείξετε ότι : 

i. α β
�

�

.          

ii. β 3α
�

�

  και γ 2α    
� �

 . 

Α�άντηση 

Έστω ρ 0   ώστε 

α ρ
β γ

α ρ β 3ρ
3 2

γ 2ρ

    


                



�

�

�

�

�

�

 . 

i. Είναι 
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α β 2γ 0 α β 2γ

α β 2γ α β 2 γ 2 2ρ

α β 4ρ ρ 3ρ

α β α β α β

                            

                                

                

                

� ��

� � � �

� �

� � � �

�

�

� � �

� � �

  

ii. Α�ό το �ροηγούµενο ερώτηµα υ�άρχει µοναδικός λ 0   τέτοιος ώστε: 

β λα
�

�

 άρα και 
ρ 0λ 0

β λα λ α 3ρ λρ λ 3


                    
�

� �

 .  

Ε�οµένως β 3α
�

�

 και α 3α 2γ 0 γ 2α                    
�

� � � � �

 . 

 

Παράδειγµα 4 

Έστω α,β
�

�

  δύο µη συγγραµικά διανύσµατα και λ,µ,x,y R . 

i. Αν λα µβ xα yβ        
� �

� �

  τότε λ x   και µ y   

ii. Να βρείτε για �οιες τιµές του x R   τα διανύσµατα  u x 1 α β        
�

� �

  

και    2v x 4 α x 2 β            
�

��

  είναι συγγραµµικά. 

Α�άντηση 

i. Έστω λ x   τότε λα µβ xα yβ            
� �

� �

  

    y µ
λ x α y µ β α β α//β

λ x


                    



� � �

� � �

  άτο�ο.  

Άρα λ x   και  λα µβ λα yβ µ y β 0                        
� � � �

� �

 

µ y 0  ή  β 0        
� �

 α�ορρί�τεται αφού α,β
�

�

  δύο µη συγγραµικά 

Άρα µ y   

ii. Ε�ειδή u//v
� �

  �ρέ�ει και αρκεί να υ�άρχει µοναδικός αριθµός κ R   

ώστε: u κv
� �

  
Είναι 

 

     

     
 

 
 

 

   

2

i
2

2
2

2 2

u κv x 1 α β κ x 4 α x 2 β

x 1 α β κ x 4 α κ x 2 β

x 1 κ x 4
x 1 κ x 4

1
1 κ x 2 κ

x 2

1 1
x 1 x 4 x 1 x 4

x 2 x 2

1 1
κ κ

x 2 x 2

2
3x 2 x

3
1

3κ
κx 2

8

                                        

                        

                      
        

       

                                            
        
            

      
    

      

� �

� � ��

� �

� �
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Ε�οµένως 
2

x
3

  . 

 
 
 
 
4η Κατηγορία: Συνευθειακά σηµεία 
 
Α�οδεικνύουµε ότι δύο α�ό τα διανύσµατα �ου �αράγονται α�ό τα σηµεία 
αυτά είναι �αράλληλα. Για �αράδειγµα αν µας ζητούν να α�οδείξουµε ότι τα 
σηµεία Α,Β,Γ είναι συνευθειακά, αρκεί να δείξουµε ότι δυο α�ό τα 

διανύσµατα AB, , 
���� ���� ����

 είναι συγγραµµικά, δηλαδή ότι: 
���� ���� ���� ���� ���� ����

AB A   ή  A   ή              . 

Παράδειγµα 1 

Αν για τα σηµεία Α,Β,Γ και Ο ισχύει η σχέση 9 7 B 2 0     
���� ���� ���� �

, να 
α�οδείξετε ότι τα σηµεία Α,Β,Γ είναι συνευθειακά. 
Α�άντηση 
α τρό�ος 
 
Ε�ειδή το άθροισµα των συντελεστών αυτού του µηδενικού γραµµικού 
συνδυασµού των διανυσµάτων είναι 9 7 2 0    στη δοσµένη ισότητα  
γράφουµε 9  ως 7 2   και έχουµε: 

(7 2) 7 B 2 0 7 2 7 B 2 0                
���� ���� ���� � ���� ���� ���� ���� �

 

2
7 ( B) 2 ( ) 0 7 2 0

7
                 
���� ���� ���� ���� � ���� ���� � ���� ����

// 
���� ����

, και ε�ειδή το Α είναι κοινό έ�εται ότι τα σηµεία Α,Β,Γ είναι 

συνευθειακά. 
 
β τρό�ος 
 
Θεωρούµε ένα σηµείο α�ό τα Α,Β,Γ και Ο σαν σηµείο αναφοράς, έστω το Α 
και εργαζόµαστε µε τη µέθοδο των διανυσµατικών ακτίνων, ο�ότε: 

9 7 B 2 0 9 (A ) 7 (A ) 2 (A ) 0                      
���� ���� ���� � ���� ���� ���� ���� ���� ���� �

 

9 7 A 7 2 A 2 0                
���� ���� ���� ���� ���� �

7 A 2 A 0       
���� ���� �

2
AB A

7
   

���� ����

//A 
���� ����

, και ε�ειδή το Α είναι κοινό έ�εται ότι τα σηµεία 

Α,Β,Γ είναι συνευθειακά.  
 
Παράδειγµα 2 

Αν υ�άρχουν �ραγµατικοί αριθµοί κ,λ,µ µε 0      , τέτοιοι, ώστε 

0       και 0         
�� � � �

, να α�οδείξετε ότι τα �έρατα των 

διανυσµάτων   
�� � �

, ,     είναι συνευθειακά. 
Α�άντηση 



∆ΙΑΝΥΣΜΑΤΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ 

1.3 Πολλαπλασιασμός αριθμού με διάνυσμα  
 

31 Θωμάς Ραΐκόφτσαλης   Βασίλης Μαυροφρύδης 

 

Έστω 0         
�� � � �

 (1)  και 0       (2) µε 0       (σηµαίνει 

ότι τουλάχιστον ένας α�ό τους κ, λ, µ είναι διάφορος του µηδενός). 

Αν Ο ένα τυχαίο σηµείο αναφοράς θέτουµε   
���� ��

,   
���� �

 και   
���� �

, 

ο�ότε η σχέση (1) �αίρνει τη µορφή 0        
���� ���� ���� �

 (3). Αν 0  , 

λύνουµε τη (2) ως �ρος µ (ή ως λ, �άντως όχι ως �ρος κ) και έχουµε       
και αντικαθιστώντας στην (3) έχουµε: 

( ) 0 0                        
���� ���� ���� � ���� ���� ���� ���� �

 

    0           
���� ���� ���� ���� � 0

B 0   


      
���� ���� �

B


    


���� ����

  

τα σηµεία Α, Β, Γ είναι συνευθειακά. 
 
5η Κατηγορία: Ζητείται να δείξουµε ότι δύο σηµεία Α και Β ταυτίζονται 
Για να α�οδείξουµε ότι δυο σηµεία Α,Β ταυτίζονται αρκεί να δείξουµε ότι οι 

διανυσµατικές τους ακτίνες ταυτίζονται, δηλαδή αν B      
���� ����

 ή ότι 

το διάνυσµα �ου σχηµατίζουν είναι το µηδενικό διάνυσµα ΑΒ 0 Α Β        
���� ��

 . 
 
 
 
Παράδειγµα 

Θεωρούµε ένα τρίγωνο ΑΒΓ και τα σηµεία Μ και Ν µε : ΒΜ 2ΑΓ 3ΑΒ    
����� ���� ����

  

και ΓΝ ΑΓ 2ΑΒ    
���� ���� ����

 . 
Α�άντηση 
Είναι 

ΒΜ 2ΑΓ 3ΑΒ ΑΜ ΑΒ 2ΑΓ 3ΑΒ ΑΜ 2ΑΓ 2ΑΒ                                
����� ���� ���� ����� ���� ���� ���� ����� ���� ����

 
και 

ΓΝ ΑΓ 2ΑΒ ΑN ΑΓ ΑΓ 2ΑΒ ΑN 2ΑΓ 2ΑΒ                                
���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ���� ����� ����

 

Ο�ότε AΜ AΝ M N        
����� ����

 . 
6η Κατηγορία: Ζητείται να �ροσδιορίσουµε ένα άγνωστο σηµείο Ρ �ου 
ικανο�οιεί κά�οια διανυσµατική σχέση 

Αρκεί να βρούµε ένα διάνυσµα θέσης ΑΡ
����

 του Ρ ό�ου Α γνωστό σηµείο του 
�ροβλήµατος συναρτήσει γνωστών διανυσµάτων. Αυτό γίνεται συνήθως 
θεωρώντας ένα σηµείο αναφοράς α�ό τα δεδοµένα του �ροβλήµατος και 
εκφράζοντας όλα τα διανύσµατα της δοσµένης σχέσης µε βάση αυτό. 
Παράδειγµα 1 
∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να 
�ροσδιορίσετε σηµείο Κ του 
ε�ι�έδου του ώστε να ισχύει η 

ισότητα : ΑΚ 3ΒΚ 2ΓΚ 0        
���� ���� ���� ��

 . 

Α�άντηση  
Θεωρούµε σηµείο αναφοράς το Α 
και έχουµε: 
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   ΑΚ 3 AΚ ΑΒ 2 AΚ ΑΓ 0

2ΑΚ 3ΑΒ 2ΑΓ

3
ΑΚ ΑΒ ΑΓ (προσδιορίσιµο)

2

                    

        

    

���� ���� ���� ���� ���� ��

���� ���� ����

���� ���� ����

 

Παράδειγµα 2  
 

∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ. Να α�οδείξετε ότι υ�άρχει µοναδικό σηµείο Κ τέτοιο 

ώστε να ισχύει 2 B 3 0    
���� ���� ���� �

. 
 
Α�άντηση 
 
Θεωρούµε σαν σηµείο αναφοράς το σηµείο Α και η σχέση µας γίνεται: 

2 B 3 0    
���� ���� ���� �

2 ( ) (AB ) 3 (A ) 0              
���� ���� ���� ���� ���� ���� �

 

2 AB 3 A 3 0             
���� ���� ���� ���� ���� �

2 AB 3 A 0       
���� ���� ���� �

 
1 3

2 AB 3 A AB A
2 2

            
���� ���� ���� ���� ���� ����

. Άρα το �έρας του διανύσµατος 

�ου έχει για αρχή το σηµείο Α και είναι ίσο µε 
1 3
AB A

2 2
   
���� ����

 είναι το 

µοναδικό σηµείο Κ �ου ε�αληθεύει την ισότητα 2 B 3 0    
���� ���� ���� �

. 
  
 
 
7η Κατηγορία: Ζητείται να α�οδείξουµε ότι ένα διάνυσµα είναι σταθερό 
ενώ �εριέχει µεταβλητό σηµείο Μ 
∆είχνουµε, έ�ειτα α�ό �ράξεις,  ότι η �αράσταση αυτή  ισούται µε ένα 
γραµµικό συνδυασµό διανυσµάτων �ου ως άκρα έχουν µόνο  σταθερά σηµεία 
του �ροβλήµατος. 
Αυτό γίνεται θεωρώντας κά�οιο σταθερό σηµείο ως σηµείο αναφοράς και 
εκφράζοντας όλα τα άλλα σηµεία µε αρχή αυτό ή µε κατάλληλη οµαδο�οίηση 
των διανυσµάτων (θα �ροδίδουν οι συντελεστές τους) και �ράξεις µεταξύ 
τους. Σε κάθε �ερί�τωση το µεταβλητό σηµείο α�αλείφεται . 
Παράδειγµα 
∆ίνεται τρίγωνο ΑΒΓ και ένα τυχαίο σηµείο Μ του ε�ι�έδου του. Να 

α�οδείξετε ότι το διάνυσµα 3ΜΑ 5ΜΒ 8ΜΓ    
����� ����� ����

  είναι σταθερό. 
Α�άντηση  

Έστω u 3ΜΑ 5ΜΒ 8ΜΓ        
����� ����� ����

�

 . 
Είναι 

 

   
u 3ΜΑ 5ΜΒ 3 5 ΜΓ 3ΜΑ 5ΜΒ 3ΜΓ 5ΜΓ

3 ΜΑ ΜΓ 5 ΜΒ ΜΓ 3ΓΑ 5ΓΒ (σταθερό)

                                

                

����� ����� ���� ����� ����� ���� ����

�

����� ���� ����� ���� ���� ����   
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8η Κατηγορία: Γεωµετρικοί τό�οι 
Θυµόµαστε (;;;;;) α�ό την γεωµετρία της α λυκείου ότι: 
Γεωµετρικός τό�ος είναι το σύνολο σηµείων του ε�ι�έδου (αφού 
δουλεύουµε σε δύο διαστάσεις) �ου έχουν µια κοινή χαρακτηριστική 
ιδιότητα και µόνον αυτά την έχουν. 
 

Βασικοί Γεωµετρικοί τό�οι 
 
α. Ο γεωµετρικός τό�ος των σηµείων Μ του ε�ι�έδου για τα ο�οία ισχύει 

//AB
����� ����

, ό�ου Α,Β σταθερά σηµεία είναι η ευθεία ΑΒ. 

β. Ο γεωµετρικός τό�ος των σηµείων Μ του ε�ι�έδου για τα ο�οία ισχύει 

B 0     
����� ����� �

, ό�ου Α,Β σταθερά σηµεία και κ,λ �ραγµατικοί 
αριθµοί µε 0    , είναι η ευθεία ΑΒ. 

 
γ. Ο γεωµετρικός τό�ος των σηµείων Μ του ε�ι�έδου τα ο�οία ισα�έχουν 

α�ό δυο σταθερά σηµεία Α και Β, δηλαδή για τα ο�οία ισχύει 

B  
����� �����

, είναι η µεσοκάθετος του ΑΒ. 

δ. Ο γεωµετρικός τό�ος των σηµείων Μ του ε�ι�έδου τα ο�οία α�έχουν 
σταθερή α�όσταση α�ό ένα σταθερό σηµείο, δηλαδή για τα ο�οία 

ισχύει   
�����

, 0  , είναι ο κύκλος µε κέντρο το σηµείο Ο και 

ακτίνας ρ. 
ε. Ο γεωµετρικός τό�ος των σηµείων Μ του ε�ι�έδου για τα ο�οία ισχύει 

// 
����� ����

, ό�ου Α,Β,Γ σταθερά σηµεία είναι η ευθεία η ο�οία 

διέρχεται α�ό το σηµείο Α και είναι �αράλληλη �ρος την ΒΓ. 
στ. Ο γεωµετρικός τό�ος των σηµείων Μ του ε�ι�έδου για τα ο�οία ο 

λόγος των α�οστάσεών τους α�ό δυο σταθερά σηµεία Α και Β είναι 

σταθερός, δηλαδή ισχύει ότι 
B


 



�����

����� , µε 0  , είναι α�ολλώνειος 

κύκλος. 
ζ. Ο γεωµετρικός τό�ος των σηµείων Μ του ε�ι�έδου για τα ο�οία ισχύει 

ότι B         
����� ����� ����� �����

 (1), ό�ου Α,Β,Γ,∆ σταθερά σηµεία 

του ε�ι�έδου και , , ,     κατάλληλοι �ραγµατικοί αριθµοί, 

αντιµετω�ίζεται ως εξής: 
 α. Βρίσκουµε τα σταθερά σηµεία Ρ και Σ για τα ο�οία ισχύουν: 

B ( )        
����� ����� ����

 και ( )         
����� ����� ����

. 

β. Στη συνέχεια µετασχηµατίζουµε τη σχέση (1) και έχουµε: 

( ) ( )
   

            
  

����

���� ����

���� .   

γ.   i. Αν 1   τότε ο γεωµετρικός τό�ος είναι η µεσοκάθετος του 

ευθυγράµµου τµήµατος ΡΣ 
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      ii. Αν 1   τότε ο γεωµετρικός τό�ος είναι ένας Α�ολλώνειος 

κύκλος. 
 

Παράδειγµα 
Θεωρούµε τρίγωνο ΑΒΓ. Να βρείτε το γεωµετρικό τό�ο των σηµείων Μ του 
ε�ι�έδου του για τα ο�οία ισχύει η ισότητα:  

                               ΜΒ λΒΓ ΓΜ λΑΓ        
����� ���� ���� ����

 , ό�ου λ R  . 
Α�άντηση 
 
Είναι 

 ΜΒ λΒΓ ΓΜ λΑΓ ΜΒ ΓΜ λΑΓ λΒΓ ΜΒ ΜΓ λ ΑΓ ΒΓ                                        
����� ���� ���� ���� ����� ���� ���� ���� ����� ���� ���� ����

 θεωρούµε το µέσο Ν του ΒΓ και ισοδύναµα 
έχουµε: 

  λ
2ΜN λ ΑΓ ΓΒ ΜN ΑΒ ΜN//ΑΒ

2
                

����� ���� ���� ����� ���� ����� ����

 άρα ο γεωµετρικός τό�ος των σηµείων Μ είναι  
η ευθεία η ο�οία διέρχεται α�ό το σηµείο Ν και 
είναι �αράλληλη �ρος την ΑΒ.  
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Ασκήσεις 
Οµάδα Α 
 
1. Αν 

�

 είναι ένα διάνυσµα, τι µ�ορείτε να �είτε για το µέτρο και την 

κατεύθυνση του διανύσµατος 0

1

| |
  



� �

�
; 

 

2. Να βρείτε το διάνυσµα x
�

 σε καθεµιά α�ό τις �ερι�τώσεις: 

(i) 
1 1
(x ) (x )

2 3

�

� � �

            (ii)  x 3 ( ) 4 ( ) 3x
� �

� � � �

          . 

 

3.  Αν στο δι�λανό σχήµα είναι ( ) 2( )   , να 

α�οδείξετε ότι 
1

x ( 2 )
3
   
�

� �

. 

 
 
 
 
4.  Στο δι�λανό σχήµα έχουµε: 

2   , 


  
�

, 2


  
�

 και 


  
�

. 

i.   Να εκφράσετε συναρτήσει των 
�

 και 
�

 τα 

διανύσµατα 


 , 


 , 


 , 


  και 


 . 

ii. Α�ό τις εκφράσεις των 


  και 


  �οιο 
συµ�έρασµα �ροκύ�τει για τα σηµεία  , 
 και  ; 

  

5.  Στο �αρακάτω σχήµα να α�οδείξετε ότι τα σηµεία ,   και   είναι 

συνευθειακά. 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

6.  Αν 3 2 A 3
    

      , να α�οδείξετε ότι τα σηµεία ,   και 

  είναι συνευθειακά. 

 
�

  

 
�

  

 
�

x  

  Β 

 Μ 

 Γ 

 A 

 
�

  

 2
�

a  

 
�

a  

 

 Β 
 Ε 

 Δ 

 Γ 

 A 

3
�

3
�

a
�



�

a

 Ε

 Δ

 Γ

 Β

 Α
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7.  Αν ,   και   είναι διάµεσοι τριγώνου  , να α�οδείξετε ότι 

0
  

   
�

. 
 

8.  Αν , ,    είναι τα µέσα των �λευρών  ,  ,  , αντιστοίχως, 

τριγώνου  , να α�οδείξετε ότι για ο�οιοδή�οτε σηµείο Ο ισχύει: 
     

    . 
 

9.  ∆ίνεται το µη µηδενικό διάνυσµα 


  και σηµείο   τέτοιο ώστε να ισχύει 
 

    και 
 

   . Να α�οδείξετε ότι 1    . 
 

10. ∆ίνεται τρίγωνο  . Αν A AB A
  

       και 
  

    . να 

α�οδείξετε ότι //
 

  . 
 

11. Έστω 
�

 και 
�

 δύο µη συγγραµµικά διανύσµατα.  

i. Αν x y 0   
� �

�

, να δείξετε ότι x y 0  . 

ii.   Αν 1 1 2 2x y x y      
� �

� �

, να δείξετε ότι 1 2x x  και 1 2y y . 

iii.  Να βρείτε για �οιες τιµές του x R  τα διανύσµατα u (x 1)    
�

� �

 και   

v (2 3x) 2    
�

��

 είναι συγγραµµικά. 
 

12. Θεωρούµε ένα �αραλληλόγραµµο   και τα σηµεία   και  , ώστε   

AE A
 

    και AZ AB
 

   µε 0  . Αν 
1 1

1 
 

, να α�οδείξετε ότι τα  

σηµεία ,   και   είναι συνευθειακά. 

13. Να α�οδείξετε ότι αν ισχύουν δύο α�ό τις σχέσεις xKA yKB zK 0
  

   
�

, 

x A y B z 0
  

     
�

, x y z 0   , τότε θα ισχύει και η τρίτη (το σηµείο K  

είναι διαφορετικό α�ό το  ). 

 

14. Αν , 
�

�

 και r
�

 είναι οι διανυσµατικές ακτίνες των σηµείων ,   και   

αντιστοίχως και 
 


 

, να α�οδείξετε ότι αν το   είναι εσωτερικό του 

 , τότε r
  

  

�

�

�

, ενώ αν το   είναι εξωτερικό του  , τότε 

r
  

  

�

�

�

. 
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15. ∆ίνεται τρίγωνο   και ένα σηµείο  . Βρίσκουµε τα συµµετρικά ,   

και   του   ως �ρος τα µέσα ,   και   των �λευρών  ,   και   

αντιστοίχως. Αν G και G  τα βαρύκεντρα των τριγώνων   και  , να 
α�οδείξετε ότι τα σηµεία , G  και G  είναι συνευθειακά. 

 

16. ∆ίνεται τετρά�λευρο   και έστω   και   τα µέσα των διαγωνίων 

του   και   αντιστοίχως. Να α�οδείξετε ότι αν 4MN A B
  

   , τότε 
το τετρά�λευρο αυτό είναι �αραλληλόγραµµο. 

 

17. ∆ίνονται τα σηµεία ,   και  . Να α�οδείξετε ότι για ο�οιοδή�οτε 

σηµείο   το διάνυσµα 3MA 5MB 2M
  

    είναι σταθερό. 
 
  

18. Τα σηµεία , ,    και   ενός ε�ι�έδου 

έχουν διανύσµατα θέσεως , , 5  
�

� �

 και 

3
�

 αντιστοίχως, ό�ου τα διανύσµατα 

και 
�

�

 είναι µη συγγραµµικά. Να 

βρείτε το διάνυσµα θέσεως r
�

 του σηµείου 
τοµής των ευθειών   και  . 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

 

 
�

a   
�

  
 
�

r  

 Β  Μ  Α 

 Ο 

 

 

 
�

a   
�

   
�

r  

 Μ  Β  Α 

 Ο 

 

 5
�

a  

 3
�

  

 
�

r  

 
�

  

 
�

a  

 

 Β 

 Δ 

 Γ 

 Ε 

 Α 
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Οµάδα Β 

 
1. Αν Α∆,ΒΕ,ΓΖ  οι διάµεσοι ενός τριγώνου ΑΒΓ , δείξτε ότι: 

 i. A∆ ΒΕ ΓΖ 0+ + =
���� ���� ���� �

. 

 ii. Αν Σ  τυχαίο σηµείο του ε�ι�έδου τότε ΣΑ ΣΒ ΣΓ Σ∆ ΣΕ ΣΖ+ + = + +
���� ���� ���� ���� ���� ����

. 
2. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ . Αν Μ  µέσο της ΒΓ  και Θ  το κέντρο βάρους του 

ΑΒΓ , δηλαδή ισχύει ΑΘ 2 ΘΜ= ⋅
����� �����

, να α�οδείξετε ότι ΒΑ ΒΓ 3 ΒΘ+ = ⋅
���� ��� ����

. 
3.  Έστω τρίγωνο ΑΒΓ . Αν για τα σηµεία ∆,Ε  του ε�ι�έδου του ισχύει ότι 

AΒ AΓ A∆ AΕ+ = +
���� ���� ���� ����

, να α�οδείξετε ότι τα ευθύγραµµα τµήµατα ΒΓ  και 
∆Ε  έχουν κοινό µέσο. 

4. Έστω κυρτό τετρά�λευρο ΑΒΓ∆  και Μ,Ν  τα µέσα των �λευρών του 

ΑΒ,Γ∆  αντίστοιχα. Α�οδείξτε ότι A∆ ΒΓ 2 ΜΝ+ = ⋅
���� ��� �����

. 

5. Έστω κυρτό τετρά�λευρο ΑΒΓ∆  και Μ  το µέσο της διαγωνίου του ΑΓ . 
Α�οδείξτε ότι: 

 i. ΜB Μ∆ Γ∆ ΒΑ+ = −
����� ����� ���� ����

,  ii. ΜB Μ∆ ΓΒ Γ∆− = −
����� ����� ��� ����

. 
6. Έστω κύκλος µε κέντρο το σηµείο Ο. Αν ΑΒ  και Γ∆  δυο κάθετες χορδές 

του κύκλου οι ο�οίες τέµνονται στο σηµείο Σ , να α�οδείξετε ότι:  

 i. ΟΑ ΟΒ ΟΓ Ο∆ 2 ΟΣ+ + + = ⋅
����� ���� ���� ���� ����

, ii.   ΟΑ ΟΒ ΟΓ Ο∆ ΒΓ ∆Α− + − = +
����� ���� ���� ���� ��� ����

. 
7. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  και τα σηµεία ∆,Ε,Ζ  του ε�ι�έδου του για τα ο�οία 

ισχύουν οι σχέσεις: A∆ ΓB=
���� ���

, ΒΕ ΒΑ ΒΓ= +
���� ���� ���

 και ΑΖ ΒΑ ΒΓ= −
���� ���� ���

. 
 i. Να �ροσδιορισθούν τα σηµεία ∆,Ε,Ζ  και να κάνετε το σχήµα. 

 ii. Να α�οδείξετε ότι το τετρά�λευρο ∆ΖΕΓ  είναι �αραλληλόγραµµο. 

8. (Βασική άσκηση) Έστω τα µη συγγραµµικά διανύσµατα α
��

 και β
�

 του 

ε�ι�έδου. Α�οδείξτε ότι το τυχαίο διάνυσµα x
�

 του ε�ι�έδου γράφεται 

κατά µοναδικό τρό�ο σαν γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων α
��

 

και β
�

, δηλαδή α�οδείξτε ότι υ�άρχουν µοναδικοί �ραγµατικοί αριθµοί λ  

και µ  για τους ο�οίους ισχύει x λ α µ β= ⋅ + ⋅
�� ��

. 

9. Έστω �αραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆  και τα σηµεία Ε,Ζ  τα ο�οία 

�ροσδιορίζονται α�ό τις σχέσεις 
1

AΕ ΖΓ AΓ
4

= = ⋅
���� ���� ����

. 

 i. Ερµηνεύστε γιατί τα σηµεία Ε,Ζ  είναι σηµεία εσωτερικά της 

διαγωνίου ΑΓ . 

 ii. Να εκφράσετε τα διανύσµατα ∆Ε
����

 και ∆Ζ
����

 σαν γραµµικό συνδυασµό 

των διανυσµάτων AB
����

 και ΒΓ
���

. 

iii. Εξηγείστε γιατί τα διανύσµατα ∆Ε
����

 και ∆Ζ
����

 εκφράζονται κατά   

µοναδικό τρό�ο σαν γραµµικός συνδυασµός των διανυσµάτων AB
����

 

και ΒΓ
���

. 

iv. Α�οδείξτε ότι ∆Ε ∆Ζ ∆Β+ =
���� ���� ����

. 
  v. Α�οδείξτε ότι το τετρά�λευρο ΕΒΖ∆  είναι �αραλληλόγραµµο. 
10. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  και τα σηµεία ∆,Ε  της �λευράς του ΒΓ  για τα ο�οία 

ισχύουν οι σχέσεις: Β∆ ∆Ε ΕΓ= =
���� ���� ���

. Α�οδείξτε ότι: 
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 i. 
2 1

A∆ AB AΓ
3 3

= ⋅ + ⋅
���� ���� ����

, ii. 
1 2

AΕ AB AΓ
3 3

= ⋅ + ⋅
���� ���� ����

,  

 iii. AB AΓ A∆ AΕ+ = +
���� ���� ���� ����

. 
11. Έστω Α,Β,Γ,∆ σταθερά σηµεία του ε�ι�έδου, ανά δύο διαφορετικά για τα 

ο�οία ισχύει η σχέση 2 5 B 3 4
����� ����� ����� �����

       , ό�ου Μ µεταβλητό 

σηµείο του ε�ι�έδου.  

 i. Βρείτε σηµείο Ε  της ΑΒ  ώστε να ισχύει 2 ΜΑ 5 ΜB 7 ΜΕ⋅ + ⋅ = ⋅
����� ����� �����

. 

 ii. Βρείτε σηµείο Θ  της Γ∆  ώστε να ισχύει 3 ΜΓ 4 Μ∆ 7 ΜΘ⋅ + ⋅ = ⋅
���� ����� �����

. 
 iii. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τό�ος των σηµείων Μ. 
12. Έστω Α,Β σταθερά σηµεία του ε�ι�έδου, ανά δύο διαφορετικά για τα 

ο�οία ισχύει η σχέση 5 3 B 16
����� �����

    , ό�ου Μ µεταβλητό σηµείο του 

ε�ι�έδου.  

 i. Βρείτε σηµείο Κ  της ΑΒ  ώστε να ισχύει 5 ΜΑ 3 ΜB 8 ΜΚ⋅ + ⋅ = ⋅
����� ����� �����

. 
 ii. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τό�ος των σηµείων Μ. 
13. Έστω Α,Β σταθερά σηµεία του ε�ι�έδου, ανά δύο διαφορετικά για τα 

ο�οία ισχύει η σχέση 2 4 B 6
����� ����� ��

     , ό�ου Μ µεταβλητό σηµείο του 

ε�ι�έδου και α
��

 γνωστό διάνυσµα . 

 i. Βρείτε σηµείο Κ  της ΑΒ  ώστε να ισχύει 2 ΜΑ 4 ΜB 6 ΜΚ⋅ + ⋅ = ⋅
����� ����� �����

. 
 ii. Να βρεθεί ο γεωµετρικός τό�ος των σηµείων Μ. 
14. Έστω Α,Β,Γ,Μ  σταθερά σηµεία του ε�ι�έδου, ανά δύο διαφορετικά για 

τα ο�οία ισχύει η σχέση 4 ΜΑ 9 ΜB 13 ΜΓ⋅ + ⋅ = ⋅
����� ����� ����

. Να α�οδείξετε ότι τα 
σηµεία Α,Β,Γ  είναι συνευθειακά.   

15. Έστω Α,Β,Κ,Λ,Μ  σταθερά σηµεία του ε�ι�έδου, ανά δύο διαφορετικά 

για τα ο�οία ισχύει η σχέση 2 ΑΛ 3 ΒΛ 2 ΜB ΑΚ AΜ ΒΚ⋅ + ⋅ + ⋅ = + +
����� ���� ����� ���� ����� ����

. Να 
α�οδείξετε ότι τα σηµεία Κ,Λ,Μ  είναι συνευθειακά.   

16. Έστω τα µη µηδενικά και µη συγγραµµικά διανύσµατα α
��

 και β
�

 καθώς 

και τα σηµεία Α,Β,Γ  µε αντίστοιχες διανυσµατικές ακτίνες ΟΑ α 3β= +
������ ��

, 

ΟΒ 2α β= −
����� ��

 και ΟΓ 3α 5β= −
����� ��

. Να α�οδείξετε ότι τα σηµεία Α,Β,Γ  είναι 

συνευθειακά.   
17. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  και τα σηµεία ∆,Ε  για τα ο�οία ισχύουν οι σχέσεις: 

Α∆ κ ΒΓ= ⋅
���� ���

 και ΒΕ λ ΑΓ= ⋅
���� ����

 µε κ, λ ∈— και κ λ 1⋅ = . Α�οδείξτε ότι: 

 i. κ 0≠  και κ 0≠ ,  ii. Τα σηµεία ∆,Γ,Ε  είναι συνευθειακά.   

18. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  και τα σηµεία ∆,Ε,Ζ  για τα ο�οία ισχύουν οι σχέσεις: 

1
Β∆ ΒΓ

3
= ⋅

���� ���

, ΑΕ Ε∆=
���� ����

 και 
1

ΑΖ ΑΓ
4

= ⋅
���� ����

. Α�οδείξτε ότι: 

 i. 2 ΒΖ 3 ΕB 0⋅ + ⋅ =
���� ���� �

, ii. Τα σηµεία Β,Ε,Ζ  είναι συνευθειακά. 

19. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  και ΑΜ  η διάµεσός του. Αν για τα σηµεία ∆,Ε,Ζ   

ισχύουν οι σχέσεις: 
2

Α∆ ΑΒ
3

= ⋅
���� ����

, 
4

ΑΕ ΑΜ
7

= ⋅
���� �����

 και 
1

ΑΖ ΑΓ
2

= ⋅
���� ����

, α�οδείξτε 

ότι τα σηµεία ∆,Ε,Ζ  είναι συνευθειακά. 
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20. Έστω �αραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆  και τα σηµεία Ε,Ζ  τα ο�οία 

�ροσδιορίζονται α�ό τις σχέσεις 
1

AΕ AΒ
7

= ⋅
���� ����

 και 
1

AΖ AΓ
8

= ⋅
���� ����

. 

 i. Να εκφράσετε τα διανύσµατα ∆Ε
����

 και ∆Ζ
����

 σαν γραµµικό συνδυασµό 

των διανυσµάτων AB
����

 και A∆
����

. 
 ii. Α�οδείξτε ότι τα σηµεία ∆,Ε,Ζ  είναι συνευθειακά. 

21. Έστω τα µη µηδενικά διανύσµατα α
��

, β
�

 και γ
��

 καθώς και τα σηµεία Α,Β,Γ  

µε αντίστοιχες διανυσµατικές ακτίνες ΟΑ α β γ= + +
������ �� ��

, ΟΒ 5α 3β 4γ= + +
����� �� ��

 

και ΟΓ 13α 7β 10γ= + +
����� �� ��

. Να α�οδείξετε ότι τα σηµεία Α,Β,Γ  είναι 

συνευθειακά.   

22. Έστω τα µη µηδενικά και µη συγγραµµικά διανύσµατα α
��

 και β
�

. 

 i. Αν ισχύει κ α λ β 0⋅ + ⋅ =
��� �

, µε κ, λ ∈—, α�οδείξτε ότι κ λ 0= = . 

 ii. Α�οδείξτε ότι τα διανύσµατα u 2 α β= ⋅ −
��� ��

 και w α 3 β= − ⋅
���� ��

 είναι 

ε�ίσης µη συγγραµµικά. 

23. Έστω τα µη µηδενικά διανύσµατα α
��

 και β
�

, για τα ο�οία ισχύει ότι α x=
��

, 

β 3x 4= −
�

 και 2α β x+ =
���

, µε x∈—. 

 i. Βρείτε  το x∈—. 

 ii. ∆είξτε ότι τα διανύσµατα α
��

 και β
�

 είναι οµόρρο�α. 

24. Έστω τα µη µηδενικά διανύσµατα α
��

 και β
�

, για τα ο�οία ισχύουν ότι 

β (ν 1) α= +
� ��

 και α β ν α+ =
��� ��

  ν ∈Õ*. ∆είξτε ότι τα διανύσµατα α
��

 και β
�

 

είναι αντίρρο�α. 

25. Έστω τα διανύσµατα α,β,γ
��� ��

 για τα ο�οία ισχύει ότι 

α β 2 β γ 4 γ α− = − = −
� ��� �� �� ��

. ∆είξτε ότι α β γ= =
��� ��

. 

26. Έστω τα διανύσµατα α,β,γ
��� ��

 για τα ο�οία ισχύουν ότι α β γ 0+ + =
��� �� �

,  

β λ α=
� ��

 και γ (λ 1) α= +
�� ��

 µε λ 0> . ∆είξτε ότι: 

 i. Τα διανύσµατα α
��

 και β
�

 είναι οµόρρο�α. 

 ii. Τα διανύσµατα β
�

 και γ
��

 είναι αντίρρο�α. 

27. Έστω τα διανύσµατα α,β,γ
��� ��

 για τα ο�οία ισχύουν ότι α β γ 0+ + =
��� �� �

 και 

βα γ

3 4 7
= =

��� ��

. ∆είξτε ότι: 

 i. Τα διανύσµατα α
��

 και β
�

 είναι οµόρρο�α. 

 ii. Τα διανύσµατα β
�

 και γ
��

 είναι αντίρρο�α. 

28. Έστω τρίγωνο ΑΒΓ  και το τυχαίο σηµείο Μ  του ε�ι�έδου του. Α�οδείξτε 

ότι το διάνυσµα δ 2 ΜΑ 3 ΜΓ 5 ΒΜ= ⋅ + ⋅ + ⋅
� ����� ���� �����

 είναι σταθερό. 
29. Έστω �αραλληλόγραµµο ΑΒΓ∆ . Βρείτε σηµείο Ρ  του ε�ι�έδου του αν 

ισχύει ότι ΡΑ ΡΒ ΡΓ Ρ∆+ + =
���� ���� ��� ����

. 
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30. Εάν|a 2b| 1,| 3a b| 1,                
� �

� �

να δείξετε ότι 
3 5

|a b|
7 7
        

�

�

 . 

 


